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prof. RNDr.

Miroslav Haviar ...

Je matematikom, jeho zahrani¢ni vedecki spolupracovnici pochadzaju z Aus-
tralie, Juznej Afriky, Portugalska, Svédska a Velkej Britanie. Vedecky praco-
val potas dvoch rokov na University of Oxford (véitane Stipendijného pobytu
v akademickom roku 1993-94) a tri roky v Melbourne (véitane dvojroéného po-
stdoktoralneho pobytu 1998-2000). Mal pozvané plenarne prednasky na ma-
tematickych konferenciach v Lisabone (2003), Nashville (2007), Oxforde (2017),
Melbourne (2013) a Bratislave (2018) a opakované

pozvané seminarne prednasky v Glasgowe,
Lisabone, Melbourne, Olomouci, Oxforde
a Viedni. Od roku 1993 prednasa a vedie
Studentov na Univerzite Mateja Bela
v Banskej Bystrici a na Katolickej uni-
verzite v Ruzomberku. Od juna 2020

je gj Visiting Professor na University

of Johannesburg (Juzna Afrika). Od
malicka ho pritahovala matematika

a rad by jej pozoruhodngmi pribeh-

mi pritiahol k nej aj ziakov a mladgch
ludi. Popri rodine (5 deti) a matemati-
ke sa venoval aktivne futbalu (kariéru
zakoncil v Oxforde), behom na dihé trate
(7 maratonov) a v sGCasnosti sa so sy-
nom venuje crossfitu.
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Abstrakt

Ciefom tohto ¢lanku je informovat Citatelov, ktori sa zaujimaju o matematiku,
o niektorych dolezitych objavoch v oblasti tedrie Cisel. Niektoré z nich nie su velmi
zname ani medzi ucitelmi matematiky. Takymi su napriklad Gandhiho vzorec pre n-té
prvocislo z roku 1971, algoritmus na testovanie prvociselnosti z roku 2002 a takmer
400 rokov staré hypotézy o existencii nekonecne vela Fermatovych a Mersennovych
prvocisel. (Hoci v sucasnosti pozname len 5 Fermatovych prvocisel a 51 Mersenno-
vych prvocisel) Medzi dalSie tvrdenia, ktoré su spomenuté, patri Dirichletova veta
z roku 1837, hypotéza o nekonecne vela primoridlnych prvocislach, hypotéza prvoci-
selnych dvojciat, Goldbachova hypotéza a dve Polignacove hypotézy. Fermatove Cisla
sU spomenuté v suvislosti s dokazom nekonecného poctu prvocisel. Nasledne su uve-
dené vysledky vlastného skimania autora s kolegom Mali¢ckym - zavedenie nového
pojmu superprvocisla a tri hypotézy tykajuce sa superprvocisel. Ako vrchol vlastného
skumania v tedrii Cisel je prezentované zavedenie pojmu zovseobecnenej Dirichleto-
vej postupnosti a formulédcia zovseobecnenej Dirichletovej vety ako hypotézy. Z nej
pomerne lahko vyplyvaju aj zmienené staré hypotézy o existencii nekonecne vela Fer-
matovych a Mersennovych prvocisel. Formulacie vsetkych uvedenych hypotéz su také
jednoduché, Zze ucitelia by mohli (a azda by mali) prezentovat ich Ziakom ako dobré
priklady otvorenych problémov v matematike. Otvorené problémy tedrie cisel su pri-
podobnené k osemtisicovkam na zemeguli a ich zdolanie k vyzvam podobnym tym
v horolezectve.
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Abstract

The aim of this article is to inform readers interested in Mathematics about some im-
portant discoveries in the area of Number Theory. Some of them are not very well-
known even among teachers of Mathematics. Such are, for example, Gandhi’s for-
mula for the n th prime from 1971, the prime-verification algorithm from 2002 and
almost 400 years old conjectures about the existence of infinitely many Fermat and
Mersenne primes. (Though we currently know only 5 Fermat primes and 51 Mersenne
primes.) Among other statements which are mentioned are Dirichlet’s Theorem from
1837, conjecture about infinitely many primorial primes, Twin Prime Conjecture, Gold-
bach’s Conjecture and two Polignac’s Conjectures. Fermat numbers are mentioned
in connection with the proof about infinitely many primes. Subsequently, the results
of the author’s own research with his colleague Mali¢ky are presented - introducing
the new concept of superprimes and three conjectures concerning superprimes. As
the peak of own research in Number Theory, an introduction of the concept of gen-
eralized Dirichlet’s sequence and a formulation of Generalized Dirichlet’s Theorem as
a conjecture are presented. One can derive relatively easily from it the mentioned old
conjectures about the existence of infinitely many Fermat and Mersenne primes. The
formulations of all the presented conjectures are so simple that teachers could (and
perhaps should) present them to pupils as good examples of open problems in Math-
ematics. Open problems in Number Theory are considered like eight-thousanders on
the globe and conquering them like challenges similar to those in mountaineering.

Key Words: Number Theory, prime number, primorial number, Dirichlet’s Theorem,
Prime Twin Conjecture, Goldbach’s Conjecture, prime gap, Polignac’s Conjectures,
Gandhi’s Formula, primality testing, AKS algorithm, Fermat numbers, superprimes,
Generalised Dirichlet’s Sequence, Generalised Dirichlet’s Theorem, Mersenne primes.
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,,Vesml'f'je ovladany a fiad'eny c‘fl's'lami”'Tent'o' Wrok sa :'prisudzuje Pytagorovi

pi ~zo Samuy, jednej z najindpirativnejsich postav historie matematiky (Singh, 2000).
: : ‘Pytagoras ktory Zil v 6: storo¢i pred Krlstem na ostrove Samos v Egejskom mori; je
.~ - povaZovany aj zazakladatela tedrie C|sel Staroveke narody Egypta a Babylonu po- -

‘uzivali matematiku ako prostrledok na rieenie praktlckych problémov (ako bolo™ .
vymeriavanie poli zni¢enych zaplavami Nily, konstruovanle domyselnych stavieb
. alebo schémy uc¢tovnictva). Avsak Pytagoras sa uz zaunmal aj-0 to, pre¢o algoritmy
L] ciselné receptury starovekych narodov ,,fungUJu a aké ciselné ¢i geometrické za-
- _kony sa za nimi skryvaju Neskor v 3 storoci pre Kristom v Ptolemaiovej: Alexandrii -
.pokracoval v diele Pytagora prvy veduci matematického oddelenia slavnej Alexan-
~_drijskej kniznice, Euklides. Z jeho 13 knih Zakladov, ktoré ‘zahrnalr vsetky dovtedy
© .. zZname matematlcke poznatky, boli dve venované vylucne dlelu,,Bratstva Pytagora.
A ked Euklidovou-hlavnou doménou bola geometria, zaujimala ‘ho aj tedria Cisel -
a dokazal okrem inéhoexistenciu rraaonalnych Cisel, ktoré Pytagoras,,neslavne :
- vrhol (Singh, 2000). Euklidovo dielo sa stalo na dalsich dvetisic rokov
. zakladom ucebnych osnov ha vsetkych skolach a univerzitach e
~ sveta a jeho Zaklady mozno povaZovat padnes PO Biblii - .
-"{a aktualneJSIe azda po dielach Pan Prsteriov.a Ha?‘ry Pot-. - =
ter) za Jedno z naJpredavaneJS|ch kn1znych dlel sveta
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Y Tebria ¢isel presla od Pytagora Eukhda a neskor Dlofanta. =

- cez arabskych matematikov azk europskym stredovekym' -
g novovekym Znamym aj menej znamym- aselnym teore- - o
- tikom, z ktorych musime spomenut Fermata a teologa otca »
Mersenna, neskor Eulera, Goldbacha, Lagrangeho Galissay.
Germalnovu Abela, Galoisa, Legendreho, D”nc.hleta La eh"' ;
- Cauchyho, Kummera Rlemanna v 20. st0r0c1 Hardyho Ra
manUJana Weila, ..., v Jehozavere predovsetkym Wi
~ Kuvodnému zozndmeniu sa so zivotnymi pnbeh
A matematlckym dielom Tychto postav, predovs:
kym -v3ak k Wilesovmu strhujiicemu pribeht
vyriesenia slavnej Vel'kej Fermatovej vety, n{oz—-;' e
“'no vrelo doporucit Slnghovu vymka}dcu knihu =
Fermats Last Theorem (Singh, .1998). Tato skve- j’-_._"'}_',i-.’_f‘_:
. - 14 kniha vysra nasledne aj v ¢eskom preklade ako'
 JVelkd Fermatova veta (Smgh 2000). Podla autora tohto cIanku by sa tato kmha malas.
-~ stat,bibliou” pre kazdého ucitela matematiky, aby pozltlvnou gnergrou a nadsemm_"”
Z matematlky, ktoré knlha,,vyzarUJe dokazal,,zapalovat SVOJlCh znakov CI studentov .

-V tomto- prlspevku sa poku5|me ,,zapallt odbérnu i Ialcku verejnosti; 'pre ?»peaal
nu oblast matematiky; ktorou je problematrka prvoasel Prave prvocusla su zak
Iadnym| stavebnymi kamenmi v teorii ¢isel (Pytagoras u;h povazoval za“av
né stavebne kamene vesmlru) a VIaze sa k nim mnozstvo zaupmavych h



b A

'objavov | stale otvorenych problemov Vlacere z mch z ktorych su zda sa niektoré
menej zname ~aj medzi nasimi matematikmi, ucitelmi matematiky a laickou ve-
' rejnostou, spomenieme v tomto prispevku. Mnoho dalsich dolezitych vysled-
kov vSak musime opomenut s tym, ze.pre komplexnejsi prehlad autor odkazu-
je citatela  napriklad na knlzky (Derbyshlre 2003), (Ribenboim, 2000) a (Sautoy,
~ 2003), ktoré sam vlastni a méze ich s pokojnym svedomim odporucit. Cielom pri-
spevku je podat tvodnu informaciu k vyvoju poznania v oblasti prvocisel a po-
- skytnut - niektoré zdroje, z ktorych si ucitel JUEIEEITNY moze svoje vedomosti
o prvodislach i prehlad o aktudlnom diani doplfiat. Cielom prispevku je v3ak aj,,ape-
~ ‘lovat”na matematikc’w ucitefov matematiky i dalSiu odbornu verejnost, ktori su tvor-
_ cami u¢ebnym osnov a ucebnic zmatematiky. Ten apel smeruje k tomu, aby boli Ziaci
_ a$tudenti vo vacsej miere oboznamovam s tym, Ze matematika ponuka stle mnoz-
~ stvo’ zaujimavych otvorenych otdzok a nie je teda vednou disciplinou v Ziadnom
‘pripade uzavretou ako je rozsirenou domnlenkou Vv znacnej Casti laickej verejnosti.
Prave oblast tedrie ¢isel'a téma-prvocisel ponukaju vela tazkych, historicky doélezi-
tycha preslavenych otvorenych problémov. Vacsina z nich je pritom tak jednoducho
formulovatelnych, Ze ich u¢itel méze prezentovat Ziakom aj na zakladnej skole. (An- -
drew Wiles sa so znenim Velkej Fermatovej vety oboznamil uz vo veku 10 rokov.)
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Mathematical Institute

CCTV operates in this building
#o Smoking §
Sagainst the law to Smoke in these premlses

.';..Andrew Wllesgg(o veku 10 rokov (vIavo) a nova budova Matematlckeho ustavu
. v Oxfarde, ktora nes:e ]eho meno (vpravo) :

‘ ,,,;'_'Teona C|sel zaznamenala svo;e pnrodzene ozwenle l-hned po Wllesovom dokaze Vel-

’*-"kej Ferma’govej vety Toto oZivenie sa este\/ystupnovalo po augUSte 2002 kedy trojica .
' dov-AgrawalaKayal -Saxena (posledm dvaja boli v tom ¢ase mladymi informatikmi
: bakalarskym diplomom?) nasla diho  ocakavany polynomlalny algoritmus
ovanie prn Ocnselnostl Mnohl povaZUJu tento obJav za jeden z naj-

ejSich v matematlke za posledne desatroaa (spolu s W|Iesovym doka—




Viac ako 2 300 000 [udi si stiahlo preprint s algoritmom z web-stranky, na ktorej ho autori
uverejnili, uz pocas prvych 10 dni (Borneman, 2003). O problematiku prvocisel a predo-
vietkym o (stale rychlejsie) algoritmy na testovanie prvociselnosti je momentalne vo
svete skutoCne obrovsky zaujem. Autor ¢lanku chce verit, Zze tento zaujem o prvocisla
a otvorené problémy tedrie Cisel i celej matematiky sa casom prenesie prave cez ucitelov
matematiky aj na nasich Studentov, buducich ucitelov matematiky a ich Ziakov.

Tento c¢lanok je vyraznym doplnenim a prepracovanim autorovho pdvodného ¢lan-
ku o prvocislach (Haviar, 2005), ktory bol inspirovany prednaskou kolegu z Melbourne
a jeho poznamkami (Cairns, 2003). Je doplneny o vysledky vlastného skimania ohladne
prvocisel publikované v ¢lanku (Haviar, Malicky, 2009). Otvorené problémy tedrie Cisel su
na rozdiel od pévodného ¢lanku (Haviar, 2005) spajané s osemtisicovkami nasej planéty,
ktorych je 14. S tym, ze ku kazdému z prezentovanych otvorenych problémov tedrie ¢i-
sel je priradena osemtisicovka s uvedenim jej ndzvu, ddtumu zdolania a obrazku.
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Primorialne prvocisla

Prvocislo je prirodzené cislo p>2, ktorého jedinymi kladnymi delitelmi su p a 1.
Symbolom p, oznac¢ime k-te prvocislo, Cize p=2, p,=3, p,=5 atd. Je zname
od antickych cias, Euklida z Alexandrie, ktory zil asi v obdobi (365-300) pred Kristom, ze
prvocisel je nekonecne vela. Klasicky pristup, ktory to ukazuje, sa opiera o pojem primo-
ridineho Cisla. Primorialne Cislo P, je definované ako sucin prvych k prvodisel, t.

P=p,.p, ....p, Dostavame teda:

P =2

P=23=6
P.=235=30
P=2357=210
P.=2357.11=2310,atd.

Predpokladajme sporom, ze by existoval konecny zoznam vsetkych prvocisel:
P, P, ..., P, Zoberme k-te primorialne Cislo P, a uvazujme Cislo P+ 1. Kazdé prirodzené
Cislo vacsie ako 1 je delitelné prvocislom, teda aj P + 1 je delitelné nejakym prvocislom p.
Predpoklad, ze P, je sucinom vietkych prvocisel znameng, Ze P, je delitelné prvocislom
p, Preto aj 1 = (P + 1) -P,_je delitelné prvocislom p, Co je pozadovany spor. Neexistuje
konecny zoznam prvocisel, prvocisel je nekonecne vela.

Ako vacsina matematiky, aj tento ddkaz méze ziaka inSpirovat alebo odradit. Existuje
niekolko ,intelektudlnych obtiazi” v tomto dokaze. Azda najvacsou je pre ziaka samot-
ny pojem ddkazu a motivacia pre dokaz. Autorov kolega a priatel z Melbourne Grant
Cairns spominal (Cairns, 2003) na vlastnu skusenost, ked prezentoval vysSie uvedeny do-
kaz svojmu 10-ro¢nému synovi Desmondovi. Spomenul mu, ze dokaz urobil Euklides
pred vySe dvetisic rokmi. Vzapati zacal dokaz rétorickou otazkou: ,Ako vieme, ze je ne-
konecne vela prvocisel?” Desmond ho ihned prerusil: ,Ved si mi prave povedal, ze
nejaky chlapik to uz ukazal” Desmond jednoducho nevidel dévod sa tym dalej za-
oberat. Pre neho v tomto veku, ako pre mnoho mladych fudi vo vieobecnosti, su ve-
domosti spajané s akumulovanim faktov a ich zapamatanim si. Nie je [ahké presvedcit
ich, ze porozumenie je doleZitejsie ako pamat. Existuje voci tomu prirodzena rezisten-
Cia, pretoze dosiahnut porozumenie je vacsinou tazsie nez sa nieco naucit naspamat.
V matematike je to viak nevyhnutné a uz ,ucnovské roky” si vyzaduju porozumenie ta-
kym ddkazom ako je ten Euklidov o nekone¢nom pocte prvocisel.

Druhou ,intelektualnou obtiazou” uvedeného dbkazu mdze byt aplikovanie logického
nastroja reductio ad absurdum Cize dokazu sporom. Sam Euklides ho pouzil UspeSne uz
k dbkazu existencie iraciondlneho cisla. Anglicky matematik G. H. Hardy o tom
vo svojom sldvnom diele Obrana matematikova pise: ,Reductio ad absurdum, ktoré Eu-
klides tak miloval, je jednou z matematikovych najskvelejsich zbrani. Je daleko krasnejsi
ako Sachovy gambit: Sachista pri gambite ponuka pesiaka alebo figuru, matematik vsak
ponuka celd hru! (Singh, 2000).
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Treti obtiazny aspekt dokazu je uvedomenie si, Ze v skutocnosti nedokazuje, ze P + 1 je
prvocislo. Cisla P+ 1 susice prvocislapre k=1, 2,3,4,5,ale uzP_+ 1=30031 nie je prvo-
Cislo: 30031 =59 . 509. Prvodisla tvaru P,+ 1 resp. P, =1 sa nazyvaju primoridine prvocisia.
Je pravdepodobné, Ze ich je nekonecne vela, ale nikto to doposial nedokazal:

Problém ¢. 1: Je primoridlnych prvocisel nekonecne vela?

|| Spacetime

Casopriestor

P

Prvd osem tisic'qvka' - Annapufha, 8091 m (zdoland 3.6.1950)
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Prvocisla maja ,Casty” vgskyt

V tejto Casti uvedieme tri zndme tvrdenia v tedrii Cisel, z toho dve slavne hypotézy, ktoré
podporuju rozsirenu intuiciu, ze prvocisla sa vyskytuju pomerne ,£asto” v postupnosti
prirodzenych cisel (t). nezapornych celych cisel). Nielenze je nekonecne vela prvocisel
ako bolo ukazané uz vyse 300 rokov pred Kristom Euklidom, ale je aj nekonecne vela
prvocisel réznych druhov. Medzi najstarsie vysledky tohto typu patri Dirichletova veta:

Dirichletova veta ([1837]): Ak su prirodzené Ccisla a, b nesudelitelné, potom
v aritmetickej postupnosti

a,a+b,a+2b,a+3b,... je nekonecne vela prvocisel.

K vysledkom poukazujucim na ,Casty vyskyt” prvocisel v postupnosti prirodzenych ¢&i-
sel radime aj nasledujuce dve hypotézy, o ktorych pravdivosti sa v teorii Cisel prilis ne-
pochybuje. Pripomenme, ze prvociselnymi dvojcatami nazyvame dvojicu prvocisel
v tvare (p, p + 2), ako su napriklad (3, 5), (5,7), (11,13), (17, 19) &i (29, 31).

Problém ¢. 2 (Prime Twin Conjecture — Hypotéza prvociselnych dvojciat [cca
500 rokov pred Kristom)]): Existuje nekonecne vela prvociselnych dvojciat.

Problém ¢. 3 (Goldbach's Conjecture — Goldbachova hypotéza [7.6. 1742]):
Kazdé pdrne cislo n=4 je mozZné vyjadrit ako sucet dvoch prvocisel.

V roku 2001 Richstein publikoval v ¢asopise Math. Comp. ¢lanok s ndzvom ,Overe-
nie Goldbachovej hypotézy po 4.10'" dnes je overend uz aj pre vacsie parne cis-
la. V suvislosti s vydanim anglickej verzie knihy (Doxiadis, 2000) bola ponuknuta
cena 1 milion USD za vyrieSenie Goldbachovej hypotézy do dvoch rokov. Jeden
z najfascinujucejsich a najstarsich otvorenych problémov tedrie ¢isel viak zostava aj na-
dalej nevyrieSeny. Je oblibenym problémom autora tohto ¢lanku, jeho,srdcovkou”.

Druhd osemtisicovka - Mount Everest, 8848 m (zdoland 29.5.1953, viavo)
Tretia osemtisicovka - Nanga Parbat, 8126 m (zdoland 3.7.1953, vpravo)
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Prvocisla maju ,zriedkavy” viskyt

Na druhej strane su vysledky, ktoré akoby poukazovali na ,zriedkavy vyskyt” prvocisel
v ramci postupnosti prirodzenych cisel. Plati napriklad, ze medzi ¢lenmi rodiny prvocisel
mozno najst medzery lubovolne velkej dizky. Vieme, Ze pre primoridlne ¢islo P, mbze
a tieZ nemusi Cislo P + 1 byt prvocislom, ale nasledujucich p, - 2 &isel

P+2,P+3,P+4,. . Ptp, -1

(]

£

g je urcite zloZenych: v kazdom z tychto Cisel P + i su totiZ oba scitance, P, aj i, delitelné tym
@ istym prvocislom p < p,. Preto je napriklad P, + 2 delitelné dvoma, P, + 3 delitelné tro-
s ma, P+ 4 delitelné opat dvoma, atd. PretoZe (k+1)-vé prvodislo p, ., mézeme dosiahnut
ks lubovolne velké vhodnym narastom k, ukazuje to, ze existuju lubovolne velké medzery
g medzi prvocislami.

Q)

Pre prvodislo p, sa medzera po nasledujuce prvodislo nazyva “prime gap” (vhodnym
prekladom by mohlo byt medzera prvocisel) a oznacuje sa g(p,); teda definicia je dana
rovnostou g(p,) = p,,, — P,- MnoZstvo Studii pojednava o tom ako g(p)) rastie s p,, ktoré
Cisla vznikaju ako medzery prvocisel a ako ¢asto sa vyskytuju. Peknym projektom na 2.
st. zakladnej Skoly by bolo zistit, ktoré medzery prvocisel sa vyskytuju najcastejSie medzi
¢islami od 1 po 100. Ziaci by zistili, Ze najc¢astejsou medzerou je 2 (teda medzera medzi
prvociselnymi dvojcatami). Ak sa viak hranica 100 posunie o par desiatok ¢i stoviek, za-
¢ne prevazovat medzera prvocisel 4 a Udajne od hranice 563 (Citatel to m&ze preverit)
zaCne prevazovat medzera prvocisel 6. Vraj okolo hranice 10* bude najcastejsia medzera
prvocisel 30, okolo 10** to bude ¢islo 210 a vznikla divoka hypotéza” (Citatelovi sa ne-
odporuca ju preverit), ze s vynimkou ¢isla 4 budu “jumping champions” (tj. najcastejsie
sa vyskytujuce medzery prvocisel po istd hranicu) primoridlne ¢isla 2, 6, 30, 210, 2310,...

Stvrtd osemtisicovka - K2, 8611 m (zdoland 31.7.1954)




Problém ¢. 4: Su s vynimkou ¢isla 4 “jumping champions” primoridlne &isla 2,
6,30,210,..7

A stale su aj iné otdzky ohladne medzier alebo rozdielov prvocisel nezodpovedané. Nie
je zname, ¢i kazdé parne Cislo vznika ako medzera prvocisel alebo ¢i vobec kazdé parne
Cislo mozno napisat ako rozdiel medzi dvoma (nie nevyhnutne po sebe iducimi) prvo-
Cislami:

Problém c. 5 (Polignac’s Conjecture 1 — Polignacova hypotéza 1 [1849]): KaZdé
pdrne prirodzené Cislo 2n je rozdielom dvoch prvocisel.

Polignac dokonca tvrdil, kazdé parne cislo mozno napisat ako rozdiel dvoch prvocisel
nekonecne vela spdsobmi:

Problém c. 6 (Polignac’s Conjecture 2 — Polignacova hypotéza 2 [1849]): Dvojic
prvocisel s rozdielom 2n je nekonecne vela (pre kazdé pdrne prirodzené Cislo
2n).

Ak by to platilo ¢o len pre ¢islo 2, znamenalo by to uz platnost Hypotézy prvociselnych
dvojciat.

Piata osemtisicovka — Cho Oyu, 8201 m (zdoland 19.10.1954%, vlavo)
Siesta osemtisicovka - Makalu, 8485 m (zdolana 15.5.1955, vpravo)

*Ako prvé zeny zdolali Cho Oyu v r. 1984 Ceskoslovenské horolezkyne
Véra Komdrkovd a Dina Stérbovd (bola aj matematickou v Olomouci)
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Nevieme ,nic” o prvocislach

Existuje velké mnozstvo otazok ohladne prvocisel, na ktoré nepozname odpoved.
Asi najslavnejSou je Riemannova hypotéza ohladne distribucie prvocisel, ktora patri
k tzv. miléniovym problémom. Za vyrieSenie kazdého z miléniovych problémov je vy-
pisana odmena 1 milion USD. (V r. 2003 bol vyrieSeny jeden z nich, Poincarého hypo-
téza, aviak Grigorij Perelman odmietol za vyrieSenie problému prevzatie miliénove;j
odmeny, ¢o by bol iste namet na samostatny pribeh.) K Riemannovej hypotéze, ktoru
tu nedokazeme v stru¢nosti prezentovat, by sme doporucili knihy (Derbyshire, 2003)
a (Sautoy, 2003).

Poznamendvame, ze mnohé hypotézy o prvocislach uz pri malej modifikacii vedu
na nové hypotézy, ktoré sa zdaju byt rovnako tazko overitelné ako pévodné. Hypoté-
za prvociselnych dvojciat hovori, Ze existuje nekonecne vela dvojic prvocisel v tvare
(p, p + 2). Existuju v3ak aj viaceré pribuzné hypotézy hovoriace, ze existuje nekonec-
ne vela trojic prvocisel v tvare (p, p + 2, p + 6) a tiez nekonecne vela trojic prvocisel
v tvare (p, p + 4, p + 6), tzv. prvociselnych trojciat. Na toto vsetko nepozname od-
poved. (Vnimavy citatel iste pride na to, preCo neexistuje trojica prvocisel v tvare
(b, p + 2, p +4).) Nevieme ani, ¢i existuje nekonecne vela tzv. prvociselnych stvorciat
vivare (p,p + 2, p + 6, p + 8), atd. Nevieme naozaj skoro ,nic". (Hypotéza, ze pre kazdé
parne prirodzené cislo k existuje nekonecne vela dvojic prvocisel v tvare (p, p + k) je
vlastne len preformulovanim Polignacovej hypotézy 2.

Problém ¢. 7: Existuje nekonecne vela prvociselnych trojciat (p, p + 2, p + 6)
a nekonecne vela prvociselnych trojciat (p, p + 4, p + 6)? Existuje nekonecne
vela prvociselnych Stvorciat (p,p +2,p+6,p +8)?

Siedma osemtisicovka - Kangchenjunga, 8586 m (zdoland 25.5.1955)




Tiez existovala slavna a dlho otvorend hypotéza, ze pre kazdé prirodzené n existuje n
po sebe iducich prvodisel v aritmetickej postupnosti. Tuto vsak vyriesil,zazracny” austral-
sky matematik ¢inskeho pévodu Terrence Tao spolu s anglickym matematikom Benom
Greenom v r. 2004, kedy dokazali tzv. Green-Taovu vetu. Tao neskor uz ako 29 ro¢ny ziskal
za tento a dalSie slavne vysledky tzv. Fieldsovu medailu, ktord je v matematike najvyssim
ocenenim a udeluje sa iba na zaciatku svetovych kongresov v matematike, raz za Styri
roky, niekolkym vybranym matematikom do veku 40 rokov.

Uz sme spomenuli, ze Cislo P, + 1 mdze ale nemusi byt prvocislo. Ak nie je prvodislo,
uvazujme najmensie prirodzené Cislo d,, Ze P, + d, je prvocislo. Novozélandsky socidlny
antropoldg Reo Fortune (1903-1979) polozil raz otazku, ¢i samotné Cisla d, musia byt
prvocislami (nazyvaju sa “fortunate numbers”). Ani na toto nevieme stale odpovedat (t,.
skonstruovat ddkaz), hoci sa predpoklada kladna odpoved:

Problém ¢. 8 (Fortune’s Conjecture — Fortuneova hypotéza): St ¢islad, (“fortuna-
te numbers”) prvocislami?

Osma osemtisicovka - Manaslu, 8163 m (zdoland 9.5.1956)
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Vieme ,vSetko" o prvocislach

Casto sa hovori, Ze prvocisla st zahalené tajomstvom, ktoré clovek nikdy nedokaze Uplne
poodhalit. Niekedy sa pritom (aj v matematickych kruhoch) spomenie, Ze nepozname
Ziadny explicitny vzorec pre n-té prvocislo ani Ziadnu rekurzivnu formulu, ktora by urcila
(n+1)-vé prvocislo z prvych n prvocisel. Preto iste na mnohych zap6sobi Sokujuco, ze
v roku 1971 indicky matematik Gandhi publikoval explicitny vzorec pre n-té prvocislo!
Ide naviac o vzorec relativne jednoduchy, ktory teraz uvedieme.

Najprv si vdimnime, ze primoridlne &islo P= p.. p,. ... . p, ma 2* delitelov, ked-
ze mnozina {p,, P, ... , p} Ma 2“podmnozin. Napriklad, primoridlne &islo P, ma
8 delitelov:
2.3.5
2.3 2.5 3.5
2 35
1

Pre kazdy delitel d | P, polozime u(d)=1, ak d je sucin parneho poctu prvocisel
a u(d)=-1, ak d je suc¢in neparneho poctu prvocisel. Funkcia u sa vola Mdébiusova funk-
cia. Uvazujme nasledujucu sumu pocitanu cez vsetky delitele d primoridlneho Cisla P,;

(@)

dlpk 2d _1 :

Napriklad, pre k=2 mame P,=2.3 asumaje

1 = = 1 1

1.1 34
1 T3 T3 T o3 = = ot =17—.
2 -1 2°-1 2°-1 27-1 1 3 7 63 63

Prvocislo p,  , sa podla Gandhiho algoritmu z uvedenej sumy vypocita takto:
1
(1) Od uvedenej sumy sa odcita 5

2) Z vysledku sa urci logaritmus pri zéklade 2.

3) Ziskany vysledok sa odc¢ita od ¢isla 1.

4) Z vysledku sa urci celd cast (t. ¢islo sa zaokruhli nadol na najblizsie celé ¢islo).
Cislo, ktoré sa tymto dostane je skuto¢ne nasledujice prvocislo 9.0

(
(
(




Veta (Gdndhiho vzorec). Prvocislo p, ., mozno vyjadrit vzorcom

1 yuld)
P =1~ loga(= 5 + 257 )
kde [] oznacuje cell cast cisla.

Aplikujme Gandhiho vzorec pre k=2 a presvedcme sa, Ze da oCakavany vysledok p . =5.
Pre k=2 sme uz vypocitali, ze
(a)

Lt GO S 34
dP, 27 -1 63
Teda §
1 uld) 1 34 E
- =+ = — - = ~0.04,
2 %2"’—1 2 63
odkial
1 puld
log, ( — = + d() )= log, (0.04) = — 4.6,
2 an2 -1
Cize

ps;=[1—(—46)] = [ 56]=5.

Poznamendavame, Ze uloha cisla 2 v uvedenych sumach a tiez nasledne ako zakladu lo-
garitmu je vlastne irelevantna: mohli sme ¢islo 2 rovnako nahradit ¢islom 10 alebo e,
a potom pouzit logaritmus pri zaklade 10 resp. prirodzeny logaritmus. Gandhiho vzorec
je kombinaciou Eratostenovho sita (podla gréckeho matematika Eratostenosa z Kyrény,
ktory pdsobil v 3. st. pred Kristom) a nekonecného radu

11 1 1
Pl e
Pomocou tohto rozvoja vieme upravit vyssie uvedenud sumu

(d)1(1+1++1

dm2d—1 _21_1_ 27 _] P 2P 1

17
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na tvar

1
Vidime, Zze od suctu vsetkych zlomkov on sa postupne odcitaju vsetky zlomky,

n

1
v ktorych exponent n je delitelny prvocislom p,, potom p,, atd. Zlomky oV ktorych n
je delitelné prvocislom p, a sucasne p, sa sice odpocitaju dvakrat, ale v nasleduju-
cej zatvorke sa zase naspat pripocitaju a tak to funguje aj s dalSimi clenmi. Takze po
P 1 , : 1 , :
odstraneni prvého zlomku > zostanu v uvedenej sume len zlomky > ,v ktorych n nie
je de litelné Ziadnym z prvocisel p,, p., ..., p,. Eratostenovo sito nam potom hovori, ze prvy

. : 1 . N v
70 zlomkov, ktoré zostali bude S Preto (zaporné) cislo

|
log, (— = + sz_l)

2 g

je trochu vacsie nez -p, ., Cize

1
11 - =
0g:(~ 5 *+ 2 _1>
je trochu mensie ako 1+p, ., ateda
I w(d)

logz(_ 5 +d\13€2d_1 ] = Pt

Poznamky ku Gandhiho vzorcu a jeho dalsie dbkazy mozno najst napriklad v knihe (Ri-
benboim, 2000).




Pseudoprvocisla

Gandhiho algoritmus je krasny, ale Zial nepouzitelny pre praktické vypoc-
ty, pretoze pocet sc¢itancov v danej sume, ktoré odpovedaju deliteflom
d | P, rastie s cislom k exponencidine a uz pre p,= 97 je tento pocet viac ako
30 miliénov. Nastastie su rychlejsie spbdsoby najdenia (velkych) prvocisel:

(1) Najdu sa Cisla, ktoré su s velkou pravdepodobnostou prvocisla.
(2) Overi sa, ze tieto Cisla su skutocne prvodisla.

Na dlohu (1) sa pouziva test n | 27 -2. Splfaju ho vietky prvocisla (podla Ma-
lej Fermatovej vety) a len velmi malo zlozenych cisel (napr. n = 341 = 11 x 31): tie-
to zloZené Cisla sa volaju pseudoprvocisia. Ak teda ¢islo n prejde testom n | 272, je
s velmi velkou pravdepodobnostou prvocislo.

Kulohe (2), teda overeniu, ¢i dané ¢islo je naozaj prvocislo, existuje mnoho metdd a ob-
rovsky zaujem o vyvoj rychlejsich algoritmov. Otvorenou otazkou zostavalo, ¢i existu-
je polynomidlny algoritmus pre testovanie prvociselnosti, teda taky, ktorého trvanie je
polynomialna funkcia poctu cislic daného ¢isla. V roku 2002 Maningra Agrawal, Neeraj
Kayal a Nitin Saxena z Indian Institute of Technology v Kanpure Sokovali svet ndjdenim
takého algoritmu. AKS polynomidlny algoritmus prekvapuje relativnou jednoduchostou
a jeho Startujucim bodom je zovseobecnenie Malej Fermatovej vety:ak 1 < a < p, tak p
je prvocislo prave vtedy, ked koeficienty polyndmu (x — a)? — (x » — a) su vsetky delitelné
p. Vynikajucim zdrojom informdacii o AKS algoritme je kniha (Borneman, 2003). Autori,
z ktorych posledni dvaja boli v ¢ase objavu len Studentami s Cerstvymi bakaldrskymi
diplomami, ziskali v r. 2006 za svoj vysledok prestizne ceny: Godelovu a Fulkersonovu.
Ich Uspech méze byt povzbudenim pre mnohych mladych matematikov i vedcov.
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Fermatove Cisla

Su to Cisla, ktorymi sa zaoberal Fermat a maju tvar F_ = 2°"" + 1 (exponent mocni-
ny je 2", kde za n dosadzujeme prirodzené cisla 0,1,2,3,.. Dnes sa nazyvaju Ferma-
tove Cisla a pokial s prvocislami, tak sa volaju Fermatove prvocisla. Fermat bol
v 17. storo¢i schopny vypocitat (samozrejme ,ruc¢ne”) iba prvych pat z nich:

F.=3,F, =5F =17,F, = 257,F, =65 537.
Cislo F, = 2% Fermat nevypocital.

Pretoze prvych pat z uvedenych cisel boli vsetky prvocislami, Fermat s jemu vlastnou
,odvahou" vyslovil okolo r. 1640 hypotézu, ze vietky cisla uvedeného tvaru budu pr-
vocislami. O necelé storocie neskor v r. 1732 Euler ukazal, ze F.= 2% nie je prvocislom!
Euler nasiel aj jeho rozklad: F, = 22 =641.6 700 417. Co je naozaj pozoruhodné, vietky
dalSie doteraz zname Fermatove Cisla F su zlozené! Pozname teda stale len tych pat
Fermatovych prvocisel, ktoré objavil uz Fermat. Co mozno povazovat za este prekva-
pujucejSie, ani s dnesnou silou vypoctovej techniky nedokazeme urcit, i je Fermato-
vo Cislo F ;= 2?A% + 1 (exponent mocniny je 2*°) prvocislom alebo nie. (Je to dobry
priklad a lekcia pre tych, ktorf si azda myslia, Ze dne$né pocitace nam dokazu spocitat
takmer vietko! Samozrejme, funkeny kvantovy pocitac buducnosti nebude mat prob-
lém uvedenu otazkuy, &i je Fermatovo Cislo F_; prvodislom, zodpovedat.)

Teda vieme, ze sa nenachadza ziadne prvocislo medzi Cislami F_, F, .., F, . Zda sa, ako-
by sa Fermat mylil,maximalne” ako sa len mohol! Napriek tomu, ze pozndme stéle iba
pat Fermatovych prvocisel, existuje hypotéza z polovice 19. storocia, ktora hovori, ze

v postupnosti Fermatovych ¢isel sa nachadza nekonecne vela prvocisel:

Problém ¢. 9 (Eisenstein’s Conjecture — Eisensteinova hypotéza [1844]): Fermato-
vych prvocisel je nekonecne vela.

Deviata osemtisicovka - Gasherbrum Il, 8035 m (zdoland 7.7.1956)




Poznamendvame na tomto mieste, ze uvedena Eisensteinova hypotéza vyplynie po-
merne [ahko z inej hypotézy, nazvanej zovseobecnenou Dirichletovou vetou, ktord pub-
likoval autor tohto ¢lanku v r. 2009 spolu s kolegom Petrom Malickym a ktord uvedie-
me nizSie v ramci autorovho vlastného prispevku k skdmaniu prvocisel.

Pomocou Fermatovych cisel mozno aj dokdzat inym spdsobom, ze prvodisel je
nekonecne vela. Je to Godbachova myslienka z 18. storocia, ktora hovori, ze neko-
necnost poctu prvocisel vyplyva z existencie (nekonecnej) postupnosti réznych a
po dvoch nesudelitelnych prirodzenych Cisel. Podla Zakladnej vety aritmetiky moz-
no kazdé prirodzené Cislo vacsSie ako 1 jednoznacne rozlozit na sucin prvocisel. V po-
stupnosti po dvoch nesudelitelnych prirodzenych cisel ma teda kazdy clen svojho
prvociselného delitela. Tieto prvociselné delitele musia byt rézne, kedze dané &isla su
po dvoch nesudelitelné a tychto prvociselnych delitelov je nekonecne vela, pretoze
dana postupnost réznych a po dvoch nesudelitelnych prirodzenych &isel je nekonec-
na. Takze z existencie (nekonecnej) postupnosti réznych a po dvoch nesudelitelnych
prirodzenych &isel tiez vyplyva, ze prvocisel je nekonecne vela.

Teraz ukazeme, preco cleny postupnosti (F;n =0, 1, 2, 3, ...) Fermatovych Cisel s
po dvoch nesudelitelné: Fermatove cisla su nepdrne, preto cislo 2 nie je ich delitelom.
Predpokladajme, Ze prvodislo p > 2 je delitelom nejakého Fermatovho Cisla F . Teda
p| F . CizeF =0(modp)tj. 2*"" + 1 =0 (mod p), odkial 2*"" = -1 (mod p). Po umocne-
ni oboch stran &islom 2“méame F | = 22"+ 1 = (22') 2"+ 1 = (-1) ** + 1 = 2 (mod
p). Teda ak p | F , tak Fermatovo ¢islo F_ | pri deleni prvocislom p > 2 dava zvysok 2,
cize nie je delitelné prvodislom p. Kedze uvazovana dvojicaF , F | clenov postupnosti
(F;n=0,1,23,...) disel bola [ubovong, su Fermatove Cisla po dvoch nesudelitelné.

Vlastng vgskum k prvocislam a jeho vgsledky.
Superprvocisla

Najoblubenejsie prvocislo autora je 23. (Ma ho ako orientacné ¢islo domu, ale hlav-
ne je to den narodenia manzelky.) Pri jednej z ciest do Oxfordu ho napadlo, Ze by
mohlo byt zaujimavé skimat prvocisla ako 23, ktoré maju aj cifry prvociselné, nazval
ich superprvocisla (superprimes). Tak vznikla spolupraca s kolegom doc. RNDr. Pet-
rom Malickym, CSc. na tejto téme a jej vysledkom bol ¢lanok (Haviar, Malicky, 2009).
Za hlavné vysledky v nom mozno povazovat tri dalSie otvorené problémy tedrie Cisel
(,osemtisicovky"), ktorymi su hypotézy autorov o superprvocislach. Zrejme najcennej-
sivysledok ¢lanku je ale posledny otvoreny problém, ktorym je hypotéza s nazvom Zo-
vSeobecna Dirichletova veta. (Pbvodna Dirichletova veta je z roku 1837 a zmienili sme
juvyssie pred Hypotézou prvociselnych dvojciat.) Z tejto hypotézy totiz pomerne lahko
vyplyvaju dve sldvne hypotézy. Prva je Eisensteinova hypotéza zr. 1844, ktora hovori, ze
Fermatovych prvocisel je nekonecne vela (hoci stale pozname len tych pat, ktoré na-
Siel este Fermat). Druha je rovnako slavna hypotéza, ze aj tzv. Mersennovych prvocisel
je nekonecne vela. V tejto chvili je ich znamych 51 a za posledné Stvrtstorocie takmer
vSetky novo objavené najvacSie zname prvocisla, vcitane posledného objaveného
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v r. 2018, sa zaradili prave medzi Mersennove prvocisla. Zavedieme ich zakratko nizsie.

Superprvocislom sme teda v ¢lanku (Haviar, Malicky, 2009) nazvali kazdé také
prvocislo, ktorého vsetky cifry (v dekadickom zédpise) su tiez prvocislami (ide
teda o cifry 2,3,5 a 7). Superprvocisel do tisic je evidentne patnast: 2, 3, 5, 7, 23,
37,53, 73,223, 227, 233, 257, 277, 337, 353, 373, 523, 557, 577,727, 733, 757, 773.
Prvé zaujimavé z nich je zmienené Cislo 23, ktoré bolo teda motivaciou pre skimanie.
Nasledne sme symbolom S, oznacili pocet k-cifernych superprvocisel a s pomocou
matematického softvéru Mathematica sme zistili nasledujuce hodnoty pre Cisla S, az

% 515:

& k k k S, k S,

s 1 4 6 389 11 214 432

& 2 4 7 1325 12 781 471

3 3 15 8 4643 13 2885 201
4 38 ) 16 623 14 10 687 480
5 128 10 59 241 15 39 838 489

Uvedené hodnoty ukazuju, ze s rastucim poctom cifier k vyrazne rastie aj pocet
k-cifernych superprvocisel. Preto asi nikoho neprekvapi, Zze sme formulovali nasledov-
né dva otvorené problémy ako hypotézy (ich platnost sa ndm javi takmer ista, ale po-
dobne ako napr. pri Hypotéze prvociselnych dvojciat netusime ako by sa dokazovali):

Problém ¢. 10 (Hypotéza o nekonecnom pocte superprvocisel): Existuje nekonec-
ne vela superprvocisel.

Problém ¢. 11 (Hypotéza o existencii k-ciferného superprvocisia pre kazdé k): Pre
kazdé celé Cislo k>0 existuje k-ciferné superprvocislo.

Desiata osemtisicovka - Lhotse, 8516 m (zdoland 18.5.1956, viavo)
Jedendsta osemtisicovka - Broad Peak, 8051 m (zdoland 9.6.1957, vpravo)




Dalej sme zaviedli tzv. zosilnené superprvocisla ako tie, kde naviac kazda dvojica
po sebe iducich cifier dava prvocislo. Opat s pomocou matematického softveé-
ru Mathematica sme zistili, ze vychadzaju iba tri typy zosilnenych superprvocisel:

(1) Zacinajuce s 23, za ktorym je n kopii 73, prvé také superprvocislo je 237373 (n=2);
(2) Zacinajuce s 53, za ktorym je n kopii 73, prvé také superprvocislo je 537373 (n=2);
(3) Zacinajuce s 5, za ktorym je n kopii 37, prvé také superprvocislo je 5373737 (n=3).

Vyslovili sme dalsi otvoreny problém ako hypotézu:

Problém ¢. 12 (Hypotéza o nekonecnych poctoch zosilnenych superprvocisel):

Existuje nekonecne vela zosilnenych superprvocisel kazdého z typov (1)-(3).

Zovseobecnena Dirichletova postupnost
a hypotéza ZovSeobecnenej Dirichletovej vety

Pripomenme, ze Dirichletovou postupnostou nazyvame kazdu aritmetickd postupnost
(@,a+b,a+2b,a+ 3b,...) s diferenciou b, kde a,b su nesudelitelné prirodzené Cisla a ze
Dirichletova veta zr. 1837 hovori, ze v kazdej takejto postupnosti je nekonecne vela pr-
vocisel. Najcennejsim prispevkom k skimaniu prvocisel z prace (Haviar, Malicky, 2009)
je zavedenie pojmu zovsSeobecnenej Dirichletovej postupnosti a nasledne formulovanie
zovseobecnenej Dirichletovej vety ako hypotézy, z ktorej vyplyvaju aj hypotézy o neko-
necnom pocte Fermatovych a Mersennovych prvocisel.

Dvandsta osemtisicovka - Gasherbrum I, 8080 m (zdoland 5.7.1958)
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Zovseobecnenou Dirichletovou postupnostou (Generalised Dirichlet’s Sequence, GDS) na-
zyvame kazdu ¢iselnu postupnost (x ;n=0, 1, 2, 3,..) definovanu rekurzivnym pred-
pisom
X . =C.X +b,

teda ciselnd postupnost (x, ¢x+ b, c.(cx + b)+b, clc(cx + b)+ bl+ b,..), kde ¢, b, x sd
cele Cisla a Cisla b, cx su nesudeliteé. Po zvoleni pevnej hodnoty parametra ¢ = 1
a prvého clena x, = a z nej dostaneme priamo Dirichletovu postupnost (a, a + b, a +
2b, a+ 3b,..), preto sme ju nazvali zovseobecnenou Dirichletovou postupnostou. Pre
hodnoty c # 1 dostaneme pre n-ty ¢len explicitny vzorec

c" -1

c—1"

Xn — Cn.XO + b.

Naviac sme predpokladali v naSom ¢lanku (Haviar-Malicky, 2009), ze parameter c nema
hodnoty -1 ani 0 veduce k trivalnym pripadom a taktiez, ze b # -(c-1).x, pretoze inak
by dana postupnost bola konstantnd. Nasim cielom bolo najst podmienky za ktorych
by vduchupdvodného Dirichletovho vysledku postupnost obsahovala nekonecne vela
prvocisel. NaSou stratégiou bolo najst najprv podmienky, za ktorych nasa postupnost
obsahuje konecne vela prvocisel a nasledne predpokladom, ze tieto podmienky ne-
platia sa snazit zabezpecit uvedeny ciel. Podme ilustrovat hladanie danych podmienok.

Ak v zovseobecnenej Dirichletovej postupnosti zvolime prvy ¢len x = 3 a pociatocné
parametre c=5ab =1, dostaneme postupnost (3, 16, 81, 406, 2031, 10156, 50781, ...,
kde vsetky parne Cleny (v¢itane nultého clena x ) su nasobky cisla 3 a vsetky neparne
¢leny su nasobky cisla 2. Zovseobecnena Dirichletova postupnost mdze mat teda roz-
klad na k podpostupnosti s clenmi danymi pren =1, 2, 3, ... predpismi

X, =c.x,  +("+.+c+1).b

k(n-1)
=ck k-1
Xepi1 = C Xy T T+ 4+ 1),
= ck k-1
Py = 6 .xk(n_7)+(k_”+(c +..+c+1).b

z ktorych kazda ma vlastného netrividlneho (t,. vacsieho ako 1) delitela. V ilustrujlcej
postupnosti (3, 16, 81,406, 2031, 10156, 50781, ..) su u dvoch jej podpostupnosti (k=2)
(3, 81,2031, 50781, ..) a (16, 406, 10156, ..) tymito delitelmi &isla 3 resp. 2. Oznac¢me
tieto deliteled =3 ad, = 2. Je vidiet, Ze ak nejake Cislo d > 1 deli vo vyssie uvedenych
podpostupnostiach zatvorky A = (' + ..+ ¢+ 1) adeli aj prvy clen podpostupnosti X,
tak ¢islo dj deli aj vSetky dalsie ¢leny danej podpostupnosti (j=0,1,..,.k-1). Vilustrujicom
priklade mame k=2, nasledne zatvorka A = A =5"+ 1 =6 a najvacsie spolocné delitele
zatvorky s prvymi clenmi podpostupnosti su D(A_x.)=D(6,3)=3, D(A_x,)=D(6,16)=2.

Dostali sme prvid podmienku:



(P1) Zovseobecnend Dirichletova postupnost (x_;n =0, 1, 2, 3,..) md konecne vela prvoci-
sel, ak existuje k > 2, ze pre vsetky j=0,...,.k-1 existuje ¢islo d/ >1,Ze d/ | D(A Kx/.

Uvedieme dalSie dve nase podmienky z ¢lanku (Haviar, Malicky, 2009), ktoré garantuju,
Ze zovseobecnena Dirichletova postupnost ma konecne vela prvocisel:

(P2) Zovseobecnend Dirichletova postupnost (x_;n =0, 1, 2, 3,..) md konecne vela pr-
vocisel v pripade hodndt parametrov c=e, b=4d".(1-€*) a hodnoty prvého clena
X, = a*+4d* kdee>2 d>1 a>1sucelé Cisla;

(P3) Zovseobecnend Dirichletova postupnost (x ;n =0, 1, 2, 3,..) md konecne vela pr-
vocisel v pripade hodnét parametrov c=e*, b=d".(1-e*) a hodnoty prvého clena
x,=4a’+d’, kdee>2,d>1,a= 1 sucelé ¢isla.

Dévodom je objavena rovnost franclzskej matematicky Sophie Germain (1776 —
1831):

XAy = (¢ + 20y + 27) (€ - 2xy + 20) = [0Hy) + YL [y + )],

S pouzitim tohto vzorca dostaneme v uvedenych podmienkach nasledovné vyjadre-
nia pre n-ty ¢len xn zovseobecnenej Dirichletovej postupnosti, kde n =0,1,2,3,...

(P2)x =a'e™ +4d'=[(ae" +df + d’]. [(ae"-df + &];
(P3)x =4a'e™ +d'=[(d+ae") +e”].[(d-ae") + a%e”].

Je vidiet, ze faktory v zatvorkach su vacsie ako 1 okrem pripadu d=1, a=1 a n=0.
S uvedenou rovnostou Sophie Germain suvisi aj nasa podmienka (P4):

(P4) Zovseobecnend Dirichletova postupnost (x ;n=0, 1, 2, 3,..) md konecne vela prvoci-
sel v pripade hodndt parametrov a=e™, b=d™.(e" - 1) a hodnoty prvého ¢lena
x,=a"—d" kded=0,a=0aerdzneod-1,0,1su celé Cisla.

Posledné dve podmienky (P5)a (P6) sa tykaju tzv.zovseobecnenych Mersennovych cisel.
Najprv si povieme, ze Marin Mersenne (1588 — 1648) bol francuzsky matematik, filozof,
hudobny teoretik (,otec akustiky”) a teoldg, podla ktorého sa nazyvaju prvocisla v tvare

M =21,
2

kde exponent p je prvocislo. (Nie pre vietky prvocisla p je 22 — T prvocislom, prikladom
je 2" —1=23.89.) Prvych desat Mersennovych prvocisel je 3, 7,31, 127,8191, 131071,
524287, 2147483647, 2305843009213693951, 618970019642690137449562111...

Je zndmych 51 Mersennovych prvocisel. Zatial najvacsie zndme Mersennovo prvocislo
je 28258993 holo objavené v decembri roku 2018 (Largest Known Prime Number, 2023)
a ma takmer 25 milionov cifier.
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Zovseobecnené Mersennove ¢isla maju tvar kde ¢islo e rézne od -1,0,1 je celé Cislo

e—1

a n prirodzené Cislo. Tieto Cisla tiez mdzu byt prvodisla iba v pripadoch, ked' n je prvo-
¢islom, avsak je zaujimavé, ze mozu byt prvocislami iba pre konecne vela hodnot n.
Podmienky (P5) a (P6) maju nasledovné znenia:

(P5) Zovseobecnend Dirichletova postupnost (x_;n=0, 1,2, 3,..) md konecne vela prvocisel
v pripade hodndt parametrov

g fom im
£ -1 e -1
g c=im p—y 1 d hodnoty prvého ¢lena xp—4i "] Pr volbe rovnakych
g znamienok v+, kde erézne od-1,0,1aj>0,k> 1, m > 2 su celé Cisla;
% (P6) zovseobecnend Dirichletova postupnost (x ;n=0,1,2, 3,..) md konecne vela prvocisel
S v pripade hodnot parametrov
(-4)*e* -1 o (-4) " -
———— ahodnoty prvého ¢lena x. =+ ————— pri volbe
c= (—464)k, b:i _484_1 yp 0 _4 4 1 p

rovnakych znamienok v+, kdee > 1,k > 1,j > 0 su celé ¢&isla.

Nasledne sme v ¢lanku (Haviar-Malicky, 2009) formulovali ako otvoreny problém hy-
potézu Zovseobecnenej Dirichletovej vety, ktora je v duchu Dirichletovej vety [1837]:

Problém ¢. 13 (Generalised Dirichlet’s Theorem - Zovseobecnend Dirichletova
veta [2009]): Predpokladajme, Ze ¢, b, x, st celé Cisla a D(b, ch) = 1. Predpo-
kladajme, Ze zovseobecnend Dirichletova postupnost (x ;n=20,1, 2, 3,..)
dand rekurzivnym predpisom

xn+1=c.xn+b,

nesplfia Ziadnu z podmienok (P1)-(P6). Potom tdto postupnost obsahuje ne-
konecne vela prvocisel.

Trindsta osemtisicovka - Dhaulagiri, 8167 m (zdoland 13.5.1960)




Nekone€né pocty Fermatovych a Mersennovygch
prvocisel

V praci (Haviar, Malicky, 2009) sme nasledne ukazali ako z hypotézy ZovSeobecnene;
Dirichletovej vety vyplyvaju zmienené hypotézy o nekonecnom pocte Fermatovych
a Mersennovych prvocisel. Najprv naznacime odvodenie Eisensteinovej hypotézy:

Pre hodnoty parametrov ¢ = 2, b = -1 a pre hodnotu prvého ¢lena x, = 2 je v nasej
zovseobecnenegj Dirichletovej postupnosti s predpisom x . = ¢ . x + b evidentné, ze
jej n-ty Clen je x = 2"+ 1. Je zndme, ze toto je prvocislom iba ked n = 2% kedy je x_
potom Fermatovym prvocislom. Je [ahké vidiet, ze podmienka (P1) nie je splneng, pre-
toze Cisla A, =2"- 1 a x, = 2 nemaju evidentne spolo¢ného delitela d > 1. Podobne sa
da ukazat, Ze ani podmienky (P2) - (P6) nie su splnené. Preto z nasej Zovseobecnenej
Dirichletovej vety ako hypotézy vyplyva ako dosledok Eisensteinova hypotéza z r. 1844,
ktord hovori, Zze Fermatovych prvocisel je nekonecne vela. (Hoci pozname stale len
tych pat, ktoré objavil pred takmer Styrmi storociami Fermat.)

Problém ¢. 14: Existuje nekonecne vela Mersennovych prvocisel.

Strndsta osemtisicovka - Shishapangma, 8027 m (zdoland 2.5.1964)
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Zaver

Tedria Cisel je stale povazovana za kralovsku disciplinu matematiky” a terajsi i buduci
ucitelia matematiky (aspon ti s atestaciou) by mali mat aspon zakladny prehlad o jej
historii, slavnych problémoch a hypotézach a stale otvorenych otazkach. Tiez aj,aké-ta-
ké ponatie” o aktudlnych objavoch - aspon o tych najzaujimavejSich resp. najvacsich
ako bolo napriklad ndjdenie vzorca pre n-té prvocislo Gandhim v roku 1971 resp. vy-
rieSenie slavnej Fermatovej vety Wilesom v roku 1994 ¢i objavenie polynomialneho

% algoritmu testovania prvociselnosti trojicou Agrawal-Kayal-Saxena v roku 2002. Kedze
8 Wilesov objav sa stal zndmy aj u nas vdaka ceskému prekladu knihy (Singh, 1998),
2 z danej trojice vyznamnych objavov sa v tomto prispevku venujeme objavom indic-
S kych matematikov, ktoré su u nds menej zndme. Okrem toho su spomenuté Dirichle-
ks tova veta, hypotézy o nekone¢nom pocte primoridlnych prvocisel a prvociselnych
g dvojiciek, Goldbachova hypotéza a Polignacove hypotézy. Tieto hypotézy su tak jed-
(S

noducho formulovatelné, Ze ucitelia matematiky by ich mohli (@ myslime si, Zze by aj
mali) prezentovat svojim ziakom ako dobré priklady stéle otvorenych otazok sucasne;
matematiky. Autor tohto prispevku vybral do neho 14 otvorenych a vas¢inou aj jedno-
ducho formulovanych problémov o prvocislach ako,,0semtisicovky tedrie Cisel”. Zdroj
(Primepuzzles.net, 2023) uvadza 95 takychto otvorenych problémov, vacsinou tykaju-
cich sa tedrie Cisel.

Podakovanie: Autor vyjadruje podakovanie prof. Grantovi Cairnsovi (La Trobe Uni-
versity, Melbourne) za jeho inspirativnu prednasku o prvocislach v decembri 2003

v Melbourne a poskytnutli_e_jehqI_p_o‘;_némo.lg (Cairns, 2003) ___Jgto\réls__a-s,tali_ akladom aj
pre tento. ~ c ; e i
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